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 تقنيات في القذف المتعدد المختلط لحل مسائل القيم الابتدائية الصلبة
 2بشير محمد صالح خلف،  1فخالد علي محمد خل

 ، الموصل ، العراق جامعة الموصل للعلوم الصرفة ، كلية التربية ،  قسم الرياضيات 1

 ، الموصل ، العراق جامعة الموصل كلية التربية للعلوم الصرفة ، قسم علوم الحاسبات ،  2

 الملخص
لحلدو  الهدف من البحث هو تطوير عددد مدن التيايدات فدض موضدوذ اليدتف المتعددد لحدا مسدااا اليديم الصتداايدة الصدلبة، وهدتي التيايدات ت يدد مدن دقدة ا

مددن تددرالأم اء،طدداض، بااضددافة الددم تيلتددا المعددادلت اللصريددة للوصددو  الددم الحدداق وتددم اسددت،دام  سددلو  اليددتف العدديددة للمسددااا الصددلبة وكددتل  تيلددا 
 المتعدد الم،تلط فض تطوير هتي التياياتق

 المقدمة
ت علتهدددا بضددد  ر  سدددااا الصددلبة مادددت اصدددو قددرن مضدددم، ومددظهددرت الم

 فدددض حدددوالضG.Dahlquist) )حتدددم قددا  العدددالم  سدداتن مدددن ااهمددا 
  قالصلبة بالمسااا ملضض د مدركاً  ن العالمدددا واحددد صبح ك 1960))
سددددت،دمت مسدددددااا اليدددديم الصتداايدددددة عاددددد دراسدددددة حركددددة الادددددواب  تات إ

وكددان  و  ظهددور . سددمهاإلة أالمسدد شددتيتإ الصددةبة الم،تل ددة وماهددا
 ( Gurtiss & Hirschfelderلمصددطلح الصددةبة فددض بحددث لددد 

تراح  و  الحركيددددةق إت قامددددا بدددداقلة فددددض علددددم اللأيميدددداض أفددددض مسدددد 1952)
لمسددااا اليدديم الصتداايددة  لعدديددة المةامددةت املموعددة مددن صدديا التلأددامة

 ق[8]الصلبة
 Stiff Differentialالمعادلةةةةةة التةااةةةةةلية الصةةةةةلبة  

Equation 
 𝜆𝑖إت  𝑒𝜆𝑖𝑥هددض المعادلدددة الت اضدددلية التدددض لهدددا حدددا بالصدددي ة السدددية  

عبددارع عددن عدددد سددال  كصتددر  𝜆𝑖تمتلدد  قيمدداً م،تل ددة، واصدد ر قيمددة لددد  
 ق]4[(  𝑥 ) وهت الحا ييتر  من الص ر م   يادع قيمة

حدددةً مضدددصوطاً مدددن الصدددي ة )  اوبتعصتدددر ،،دددر، هدددض المعادلدددة التدددض لهددد
𝑒−𝑐𝑥 حتدددث  ن )( 𝑐  ) ثاصدددت مولددد  تو قيمدددة كصتدددرع، وهدددو عدددادعً لددد ض

 ق( Transient Solutionمن الحا ويدعم صد ) الحا العاصر() 
 steady-state )ويدددعم اللدد ض اءهددم مددن الحددا صددد )الحددا المسددتير (

solution الحددددا العدددداصر للمعادلددددة الصددددلبة ييتددددر  مددددن الصدددد ر كلمددددا ،)
 ق] 3[ (𝑥)قيمة  تت اتد

ع مسدتير إن ال كرع العامة للمسااا الصلبة ااها مسااا تحتدو  علدم حلدو  
واحدد بعددد  مسددتيرو حلدو  عداصرع و ن لميدد  هدتي الحلدو  تصددا الدم حدا 

،طدددددوات قلتلدددددةق فدددددرتا اسدددددت،دمت الطرااددددد  الصدددددريحة لحدددددا مثدددددا هدددددتي 
ا ددددددددددددددا مدددن ،دددة  الحدددددددددددددددتتم الدددتحكم بطدددو  ،طدددوع التلأامدددددددددة فددددددددددددداءاظم
 [ق  4]اصردددددددددالع
سدديراريتها إذ اسددت،دام الطددرض الضددماية لحددا المسددااا الصددلبة بسددص  شددا

العاليددددةق كددددتل  فددددرن الطراادددد  الصددددريحة عددددادعً تلأددددون  تددددر فعالددددة مدددد  

المسدددااا الصدددلبة إل  ن اللأثتدددر مدددن البحدددوث قددددمت مددد ،راً العدتدددد مدددن 
 ق]6[ اا الصلبةالطراا  الصريحة المطورع للأض تتعاما م  المسا

   Stiff Problemsالمسألة الصلبة 

المسددألة الصددلبة هددض المسددألة التددض يكددون حلهددا مكددون مددن عدددع حدددود، 
قسم من هدتي الحددود تت تدر صبطد  واليسدم ان،در مدن هدتي الحددود تيتدر  

ق مثددا  علددم هددتا الاددوذ مددن الصدد ر بسددرعة وللأاهددا ل تسدداو  صدد راً اصددداً 
′𝑦من المسااا: = −𝜆𝑒−𝜆𝑥 −

1

(1+𝑥2)2     ,   𝜆 > 0 
𝑦الحا المضصوط لهتي المعادلة  هو : = 𝑒−𝜆𝑥 +

1

(1+𝑥)
   

𝑒−𝜆𝑥الحدددد اءو   ⟶ وللأدددن ل يسددداو  صددد راً اصدددداً،    حتدددم بعدددد  0
(𝑒−1000 =

1

𝑒1000)  وهددددددتا الميدددددددار ل يسدددددداو  صدددددد ر إل  ادددددد  عاددددددد
است،دام الحاسو  وتطصت  ال،وار ميات العددية لحا مثدا هدتي المسدااا 
فرن هتا الحدا يحتسد  صد ر وفدض هدتي الحالدة يكدون قدد د،دا ،طدأ الدم 

 )ق  مدددا الحددد (𝜖)الحددا و ا رضدد  
 1

1+𝑥
فرادد  تت تدددر صبطدد  شدددتد فدددض  ( 

تسدددداو  صدددد ر تصددددد   (𝑒−𝜆𝑥)الايطددددة التددددض تعتصددددر عادددددها الحاسددددبة  ن 
1)د،دددو  ال،طدددأ فدددض الحدددا التددديدددريدددددددصض فدددددددددرتا كدددان  + 𝜆ℎ) > فدددرن  1

(1 + 𝜆ℎ)𝑛+1 ⟶     ن ال،طددأ تامددو بصددورع ل يمكددن السدديطرع  ∞
 علي  ولهتا تلأون المسألة صلبةق

 Techniques of Mixedيات القذف المتعدد المختلط   تقن

Multi-Shooting 
تيايددات ءسددلو  اليددتف المتعدددد الم،ددتلط  تددم فددض هددتا الصاددد عددر  ثددةث

وتدددم تطصتددد  هدددتي التيايدددات علدددم معدددادلت ت اضدددلية إعتياديدددة وكدددتل  تدددم 
تطصتد  التيايدات علدم مسددااا قديم إصتداايدة صدلبة وتددم ايضداً ميارادة اتدداا  

 كا تياية م  الحا المضصوط للمسألة الم،تارع فض الحاق
 التقنية الأولى

 بالشكا التالض سلو  هتي التياية موضح 
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 تلأاما امامض باست،دام طريية اويلر العتياديةق -1
 تلأاما ،ل ض باست،دام طريية اويلر ال،ل يةق -2
 مساواع التلأاما المامض بالتلأاما ال،ل ضق -3

 هتي التياية يكون عدد المعادلت اللصرية )فض 
𝑛

2
تمثا عدد  𝑛( ) إت  

،طوات التلأاما ( إت تتم حا معادلة لصرية واحدع بمت تر واحد فض كا 
،طوتتن من ،طوات التلأاما فض حالة حا معادلة ت اضلية واحدع من 
الرتبة الولم بمت تر واحد وحا معادلتتن لصريتتن بمت ترين فض كا 

ن ،طوات التلأاما فض حالة حا معادلة ت اضلية واحدع من ،طوتتن م
 الرتبة الثااية بمت تر واحد وهكتاق

𝑦′′ + 1001𝑦′ + 1000𝑦 = 0       (1) 
𝑦(0) = 1    ,   𝑦′(0) = −1  

 الحا:
احو  المعادلة الت اضلية تات الرتبة الثااية الم اظام من معادلتتن من 

 الرتبة اءولم إت:

 

ℎ( بطريية اويلر العتيادية وب،طوع  2احا الاظام ) = 0.01 
𝑦1 = 𝑦0 + ℎ𝑓0 ⟹ 𝑦1 = 1 + 0.01(−1) = 0.99 

𝑧1 = 𝑧0 + ℎ𝑔0 ⟹ 𝑧1 = −1 + 0.01(−1001(−1) −
1000(1) = −0.99 
 تلأاما ،ل ض باست،دام صي ة اويلر ال،ل ية إت

  𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 𝑧𝑛+1)  
  𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛 + ℎ𝑔(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 𝑧𝑛+1) 

 𝑦2 = 𝑦1 + ℎ𝑧2  ,     𝑦1 = 0.99 𝑧2 = 𝑧1 +
ℎ(−1001𝑧2 − 1000𝑦2)  ,       𝑧1 = −0.99   

 ا ر   ن
 𝑦2 = 𝑆   , 𝑧2 = 𝑅 

 𝑆 = 𝑦1 + ℎ𝑅  
 𝑦1 = 𝑆 − ℎ𝑅 …………..(1) 

  𝑅 = 𝑧1 + ℎ(−1001𝑅 − 1000𝑆) 
𝑧1 = 𝑅 + 1001ℎ𝑅 + 1000ℎ𝑆……………(2) 

  تصبح كالتض: (1000ℎ−)(  صد 1بضر  المعادلة ) 
−1000ℎ𝑦1 = −1000ℎ𝑆 + 1000ℎ2𝑅…………(1) 

 ( احصا علم2( و )1صلم  المعادلتتن ) 
−1000ℎ𝑦1 + 𝑧1 = 𝑅(1 + 1001ℎ + 1000ℎ2) 
𝑅 =

−1000ℎ𝑦1+𝑧1

1+1001ℎ+1000ℎ2 
 ( احصا علم1فض المعادلة ) 𝑅اعو  قيمة 

𝑆 𝑆 = 𝑦1 + ℎ (
−1000ℎ𝑦1+𝑧1

1+1001ℎ+1000ℎ2) 
,𝑦1اعو  قيم  𝑧1 , ℎ   لاحصا علم قيمتض𝑆 , 𝑅  إت 

𝑅 = −0.980198019801980     ,   𝑆 =
0.980198019801980  

,𝑆هاتان الييمتان ) 𝑅( محسوبتان عاد قيمة )𝑥 = ( إت يمثةن 0.02
 قال،طوع الثااية للتلأاما

 

 (1الاعتيادية ومقارنتها بالحل المابوط للمسألة )( نتائج التقنية الأولى الناتجة من ربط طريقة اويلر الامنية مع طريقة اويلر 1جدول )
 القيم الحل العددي الحل المضبوط الخطأ

E2 E1 T2 T1 Z Y X 

-4.9    E-6 4.9    E-6 -0.99004 0.99004 -0.99000 0.99000 0.01 

-3.01  E-7 3.01  E-7 -0.90483 0.90483 -0.90483 0.90483 0.1 

-5.46  E-7 5.46  E-7 -0.81873 0.81873 -0.81872 0.81872 0.2 

-7.41  E-7 7.41  E-7 -0.74081 0.74081 -0.74081 0.74081 0.3 

-8.94  E-7 8.94  E-7 -0.67032 0.67032 -0.67031 0.67031 0.4 

-1.01  E-6 1.01  E-6 -0.60653 0.60653 -0.60652 0.60652 0.5 

-1.09  E-6 1.09  E-6 -0.54881 0.54881 -0.54880 0.54880 0.6 

-1.16  E-6 1.16  E-6 -0.49658 0.49658 -0.49657 0.49657 0.7 

-1.19  E-6 1.19  E-6 -0.44932 0.44932 -0.44931 0.44931 0.8 

-1.21  E-6 1.21  E-6 -0.40656 0.40656 -0.40655 0.40655 0.9 

-1.22  E-6 1.22  E-6 -0.36787 0.36787 -0.36786 0.36786 1.0 

 

 

 0                   y1                   S1                    y                     S2
      …………. 
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 (1(. مقارنة بين الحل المابوط و الحل بالتقنية الأولى الناتجة من ربط طريقة اويلر الامنية مع طريقة اويلر الاعتيادية للمسألة )1شكل )

 
 التقنية الثانية

  سلو  هتي التياية موضح بالشكا التالض

 
 

 اويلر ال،ل يةقتلأاما ،ل ض باست،دام طريية  -1
 تلأاما امامض باست،دام طريية اويلر الماميةق -2
تلأامدددا ،ل دددض باسدددت،دام طرييدددة اويلدددر ال،ل يدددة ثدددم مسددداواع التلأامدددا  -3

 ال،ل ض بالتلأاما المامض وحا المعادلة اللصرية الااتلةق
 فددض هددتي التيايددة يكددون عدددد المعددادلت اللصريددة )

𝑛

2
( إت تددتم حددا معادلددة  

مت تددر واحددد فددض كددا ،طددوتتن مددن ،طددوات التلأامددا فددض لصريددة واحدددع ب
حالددة حددا معادلددة ت اضددلية واحدددع مددن الرتبددة الولددم بمت تددر واحددد وحددا 
معددادلتتن لصددريتتن بمت تددرين فددض كددا ،طددوتتن مددن ،طددوات التلأامددا فددض 
 حالة حا معادلة ت اضلية واحدع من الرتبة الثااية بمت تر واحد وهكتاق

 ت،دام التياية الثااية( باس1مثا : احا المسألة )
 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧    , 𝑦(0) = 1 

𝑧′ = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1001𝑧 − 1000𝑦    ,   𝑧(0) = −1 
 حس  طريية اويلر ال،ل ية

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛+1 − ℎ𝑓(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 𝑧𝑛+1)  
𝑦0 = 𝑦1 − ℎ𝑓(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)  
𝑧𝑛 = 𝑧𝑛+1 − ℎ𝑔(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 𝑧𝑛+1)  
𝑧0 = 𝑧1 − ℎ𝑔(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)  

  نا ر  

 𝑦1 = 𝑆      , 𝑧1 = 𝑅  
𝑦0 = 𝑆 − ℎ𝑅   ………….  (1) 

 𝑧0 = 𝑅 + 1001ℎ𝑅 + 1000ℎ𝑆    ……………..  (2)  
ثم صلم  المعادلة الااتلة م   ( -1000ℎ( صد ) 1اضر  المعادلة )

 ( احصا علم2المعادلة )
 −1000ℎ𝑦0 + 𝑧0 = 𝑅(1 + 1001ℎ + 1000ℎ2) 

⟹ 𝑅 =
−1000ℎ𝑦0+𝑧0

1+1001ℎ+1000ℎ2    ……………  (3)  
 إت 𝑆( احصا علم قيمة 1ومن معادلة )

 𝑆 = 𝑦0 + ℎ (
−1000ℎ𝑦0+𝑧0

1+1001ℎ+1000ℎ2)   …………..  (4) 
( احصا علم 4( و )3فض المعادلتتن )  𝑧0و  𝑦0صتعوي  قيمتض 

 إت 𝑅و  𝑆قيمتض 
 𝑆 = 0.990099009900990 ,  𝑅 = −0.990099009900990 

 𝑅و 𝑆بطريية اويلدر العتياديدة مسدت،دمتن قيمتدض  𝑧2و  𝑦2ثم احس  
 كييم إصتدااية، إت

 𝑦2 = 0.98019801         ,   𝑧2 = −0.98019801  
,𝑆قيمتدددددددددددا ) 𝑅( محسدددددددددددوبتان عادددددددددددد )𝑥 = ,𝑦2( وقيمتدددددددددددا )0.01 𝑧2 )

𝑥محسوبتان عاد ) = 0.02) 

 
 
 
 

 

 0             S1               2             S2             4                       

………… 
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 (1الناتجة من ربط طريقة اويلر الامنية مع طريقة اويلر الاعتيادية ومقارنتها بالحل المابوط للمسألة )( نتائج التقنية الثانية 2جدول )
 القيم الحل العددي الحل المضبوط  الخطأ

E2 E1 T2 T1 Z Y X 

-4.91  E-6 4.91  E-6 -0.99004 0.99004 -0.99009 0.99009 0.01 

-3.01  E-7 3.01  E-7 -0.90483 0.90483 -0.90483 0.90483 0.1 

-5.47  E-7   5.47E-7 - 0.81873 0.81873 - 0.81872 0.81872 0.2 

-7.40  E-7   7.40E-7 -0.74081 0.74081 -0.74081 0.74081 0.3 

-8.93  E-7   8.93E-7 -0.67032 0.67032 -0.67031 0.67031 0.4 

-1.01 E-6   1.01E-6 -0.60653 0.60653 -0.60652 0.60652 0.5 

-1.09  E-6   1.09E-6 -0.54881 0.54881 -0.54880 0.54880 0.6 

-1.15  E-6   1.15E-6 -0.49658 0.49658 -0.49657 0.49657 0.7 

-1.19  E-6   1.19E-6 -0.44932 0.44932 -0.44931 0.44931 0.8 

-1.21  E-6   1.21E-6 -0.40656 0.40656 -0.40655 0.40655 0.9 

-1.22  E-6   1.22E-6 -0.36787 0.36787 -0.36786 0.36786 1.0 

 

 
 (1(. مقارنة بين الحل المابوط و الحل بالتقنية الثانية الناتجة من ربط طريقة اويلر الامنية مع طريقة اويلر الاعتيادية للمسألة )2شكل )

 
 التقنية الثالثة

  سلو  هتي التياية موضح بالشكا التالض:
 

 
 
 تلأاما امامض ل،طوتتن باست،دام طريية اويلر العتياديةق -1
 تلأاما ،ل ض ل،طوتتن باست،دام طريية اويلر ال،ل يةق -2
اسداو  التلأامدا المدامض بالتلأامدا ال،ل ددض ثدم احدا المعادلدة اللصريددة  -3

 (ق𝑆اتلاد قيمة )
 ت اللصريدة المحلولدة )فض هتي التياية يكون عدد المعادل

𝑛

4
( إت تدتم حدا  

معادلة لصرية واحدع بمت تر واحد كا ارب  ،طوات تلأاما فدض حالدة حدا 

معادلة ت اضلية من الرتبدة اءولدم بمت تدر واحدد وحدا معدادلتتن لصدريتتن 
بمت تددرين كددا اربدد  ،طددوات تلأامددا فددض حالددة حددا معادلددة ت اضددلية مددن 

 وهكتاقبمت تر واحد الرتبة الثااية 
 ( باست،دام التياية الثالثة1احا المسألة ) -مثا :

 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧    , 𝑦(0) = 1  
𝑧′ = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1001𝑧 − 1000𝑦    ,   𝑧(0) = −1  

 

 0          y1           y2           S1          S2      …………                             yn 
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احا الاظام باست،دام طريية اويلر المامية وب،طوع ميدارها 
ℎ =  إت  0.01

 𝑦1 = 𝑦0 + ℎ𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  
𝑦1 = 1 + 0.01(−1) = 0.99  
𝑧1 = 𝑧0 + ℎ𝑔(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 
𝑧1 = −1 + 0.01(−1001(−1) − 1000(1)) = −0.99  

 صا س الطريية إت 𝑧2و  𝑦2احس  
 𝑦2 = 𝑦1 + ℎ𝑓(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) 

𝑦2 = 0.99 + 0.01(−0.99) = 0.9801  
𝑧2 = 𝑧1 + ℎ𝑔(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)  
𝑧2 = −0.99 + 0.01(−1001(−0.99) − 1000(0.99) =
−0.9801  

 ا ر   ن
 𝑦4 = 𝑆     ,   𝑧4 = 𝑅  

 حس  طريية اويلر ال،ل ية 
𝑦𝑛 = 𝑦𝑛+1 − ℎ𝑓(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 𝑧𝑛+1)  
𝑦3 = 𝑦4 − ℎ𝑓(𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)  
𝑦3 = 𝑆 − ℎ𝑅    ………(1) 
𝑧𝑛 = 𝑧𝑛+1 − ℎ𝑔(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 𝑧𝑛+1)  
𝑧3 = 𝑧4 − ℎ𝑔(𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)  
𝑧3 = 𝑅 − ℎ(−1001𝑅 − 1000𝑆)  
𝑧3 = 𝑅 + 1001ℎ𝑅 + 1000ℎ𝑆    ………..(2) 

 إت  𝑧2و  𝑦2وبا س الطريية الد 
 𝑦2 = 𝑦3 − ℎ𝑓(𝑥3, 𝑦3 , 𝑧3)  

𝑦2 = 𝑆 − ℎ𝑅 − ℎ(𝑅 + 1001ℎ𝑅 + 1000ℎ𝑆)  
𝑦2 = 𝑆 − ℎ𝑅 − ℎ𝑅 − 1001ℎ2𝑅 − 1000ℎ2𝑆 ….  (3)  
𝑧2 = 𝑧3 − ℎ𝑔(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3)  
𝑧2 = 𝑅 + 1001ℎ𝑅 + 1000ℎ𝑆 − ℎ[−1001(𝑅 +
1001ℎ𝑅 + 1000ℎ𝑆) − 1000(𝑆 − ℎ𝑅)]  

𝑧2 = 𝑅 + 1001ℎ𝑅 + 1000ℎ𝑆 + 1001ℎ𝑅 +
1002001ℎ2𝑅 + 1001000ℎ2𝑆 + 1000ℎ𝑆 −

1000ℎ2𝑅  …. (4) 
 (3من معادلة )   
 𝑦2 = (1 − 1000ℎ2)𝑆 − (2ℎ + 1001ℎ2)𝑅  …..   (5)  

 (4من معادلة )
 𝑍2 = (2000ℎ + 1001000ℎ2)𝑆 + (1 + 2002ℎ +

1001001ℎ2)𝑅  ……(6) 
2000ℎ−( صد ) 5)اضر  المعادلة  − 1001000ℎ2  ) 

1( صد )6واضر  المعادلة ) − 1000ℎ2 )  
 وبلم  المعادلتتن الااتلتتن احصا علم

 −(2000ℎ + 1001000ℎ2)𝑦2 + (1 − 1000ℎ2)𝑧2 =
[(2000ℎ + 1001000ℎ2)(2ℎ + 1001ℎ2) +(1 −

1000ℎ2)(1 + 2001ℎ + 1001001ℎ2)] 𝑅 
⟹ −(2000ℎ + 1001000ℎ2)𝑦2 + (1 −
1000ℎ2)𝑧2 = (1 + 2002ℎ + 1004001ℎ2 +
2002000ℎ3 + 1000000ℎ4)𝑅 
⟹ 𝑅 =

−(2000ℎ+1001000ℎ2)𝑦2+(1−1000ℎ2)𝑧2

(1+2002ℎ+1004001ℎ2+2002000ℎ3+1000000ℎ4)
  

 إت 𝑆( احصا علم قيمة 5من معادلة )
 𝑆 =

𝑦2+2ℎ𝑅+1001ℎ2𝑅

(1−1000ℎ2)
   

المحسوبتان من التلأاما المامض لاحصا علم  𝑧2و  𝑦2صتعوي  قيم 
  إت 𝑅و  𝑆قيمتض  

𝑅 = −0.960788158023723  , 𝑆 = 0.960788158023723  
,𝑆قيمتا ) 𝑅( محسوبتان عاد )𝑥 = 0.04)  

 
 (1الثالثة الناتجة من ربط طريقة اويلر الخلةية مع طريقة اويلر الاعتيادية ومقارنتها بالحل المابوط للمسألة )( نتائج التقنية 3جدول )

 القيم الحل العددي الحل المضبوط الخطأ

E2 E1 T2 T1 Z Y X 

-4.98  E-6 4.98  E-6 -0.99004 0.99004 -0.99000 0.99000 0.01 

-9.34  E-6 9.34  E-6 -0.90483 0.90483 -0.90474 0.90474 0.1 

-5.45  E-7 5.45  E-7 0.81873- 0.81873 0.81872- 0.81872 0.2 

-8.14  E-6 8.14  E-6 -0.74081 0.74081 -0.74073 0.74073 0.3 

-8.93  E-7 8.93  E-7 0.67032- 0.67032 0.67031- 0.67031 0.4 

-7.07  E-6 7.07  E-6 -0.60653 0.60653 -0.60645 0.60645 0.5 

-1.09  E-6 1.09  E-6 0.54881- 0.54881 0.54880- 0.54880 0.6 

-6.12  E-6 6.12  E-6 -0.49658 0.49658 -0.49652 0.49652 0.7 

-1.19  E-6 1.19  E-6 0.44932- 0.44932 0.44931- 0.44931 0.8 

-5.28  E-6 5.28  E-6 -0.40656 0.40656 -0.40651 0.40651 0.9 

-1.22  E-6 1.22  E-6 0.36787- 0.36787 0.36786- 0.36786 1.0 
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 (1للمسألة ) الناتجة من ربط طريقة اويلر الامنية مع طريقة اويلر الاعتيادية(. مقارنة الحل المابوط مع الحل بالتقنية الثالثة 3شكل )

 
 الاستنتاجات

البحددث تطددوير عدددد مددن التيايددات فددض موضددوذ اليددتف إن اهددم مددا تااولدد  
المتعدددد لحدددا مسددااا اليددديم ااصتداايددة الصدددلبة فددض المعدددادلت الت اضدددلية 
ااعتياديددددة، وقددددد لدددداضت هددددتي التيايددددات صاتدددداا  دقييددددة و  ،طدددداض قلتلددددةق 
واسدددت،دمت فدددض البحدددث تيايدددة ربدددط طرييدددة اويلدددر العتياديدددة مددد  طرييدددة 

تيايددة صاتدداا  ممتددا عق ومددن ،ددة  مياراددة اويلددر الضددماية ولدداضت هددتي ال

الاتددددداا  التدددددض عرضدددددت فدددددض البحدددددث تتصدددددتن  ن التيايدددددات الدددددثةث التدددددض 
است،دمت فض البحث قد لاضت صاتداا  ممتدا ع لدداً وتلد  ءن ال،طدأ لدن 
تامو بسص  اءسلو  المتب  فض كا تياية من هدتي التيايدات الدثةثق وتدم 

راددة الاتدداا  المستحصددلة مددن كددا فددض كددا تيايددة مددن التيايددات السددابية ميا
 تياية م  الحا المضصوط للمسألة الم،تارع فض الحاق
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Abstract 
The object of the research is to develop a number of techniques on the subject of multiple shooting for solving 

stiff initial value problems, and these techniques increase the accuracy of numerical solutions of stiff problems, 

as well as reduce the accumulation of errors, In addition to reducing the algebraic equations to get to the 

solution. We used mixed-multiple shooting in the development of these techniques. 

 


